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Capítulo 3Eletrostáti
a em meios dielétri
os
3.1 Me
anismos de polarizaçãoEm meios dielétri
os se observa a formação de dipolos induzidos por um 
ampo elétri
o apli
ado.Esta formação se deve à ação do 
ampo elétri
o em 
ada átomo ou molé
ula que forma o dielétri
o.Dois me
anismos bási
os estão presentes 
onforme a molé
ula seja apolar ou polar.Caso a molé
ula seja apolar, na ausên
ia de 
ampos, é 
omum se observar a indução de umdipolo at�mi
o efetivo que 
res
e linearmente 
om o 
ampo apli
ado:

~Patm = α~E. (3.1.1)Este 
omportamento 
ara
teriza um dielétri
o linear e isotrópi
o. Podemos ter linearidade semisotropia se
Patmi = αijEj (3.1.2)onde αij é o tensor de polarização.Exemplo: Modelo para a polarização linear. Supomos uma densidade eletr�ni
a rígida e uni-forme em equilíbrio 
om o nú
leo. A presença do 
ampo apli
ado deslo
a a 
ondição de equilíbrio,estabele
endo uma separação entre o 
entro de 
argas eletr�ni
o e o nú
leo. Supomos o raio at�-mi
o 
omo sendo a e a distân
ia, entre o nú
leo e o 
entro das 
argas eletr�ni
as, no equilíbrio
omo sendo d. O 
ampo elétri
o da nuvem eletr�ni
a no nú
leo será

~E(d) =
Q(d)

4πǫ0d2
=

d3q(a)

a34πǫ0d2
=

qd

4πǫ0a3
. (3.1.3)Para que haja equilíbrio o 
ampo apli
ado no nú
leo pela nuvem eletr�ni
a deve 
an
elar o 
ampoapli
ado. O momento de dipolo do átomo será (porquê?)

~P = qdÊ = 4πǫ0a
3 ~E = α~E (3.1.4)Este valor, α = 4πǫ0a

3, apresenta um a
ordo 
om a experiên
ia apenas em termos de ordem degrandeza. Não se deveria esperar mais de um modelo tão ingênuo, n/ao e verdade?Problema: O exemplo a
ima pode ser melhorado se supomos que a densidade de 
argas é rígidamas não uniforme. Por exemplo podemos supor uma dependên
ia 
om o raio e que ρ(r = 0) 6= 0.1



Figura 3.1: Dipolo1.Para este 
aso, en
ontre uma expressão , implí
ita, do afastamento d em termos da densidade de
argas eletr�ni
a. Realizando uma expansão de Taylor na origem para a densidade de 
argas atéprimeira ordem, obtenha a expressão explí
ita da dependên
ia do momento de dipolo 
om o 
ampoelétri
o. Tomando o limite em que d pode ser 
onsiderado muito pequeno reobtenha a linearidade
onforme o modelo anterior.Caso a molé
ula seja polar, isto é apresente um momento de dipolo intrínse
o, o efeito do
ampo elétri
o é favore
er 
on�gurações em que os momentos de dipolo tendem a se alinhar 
omo 
ampo elétri
o.Para entender o me
anismo de alinhamento das molé
ulas vamos 
onsiderar um dipolo físi
o,não pontual, na presença de um 
ampo elétri
o externo apli
ado. Fig 3.1.O torque será
~τ = ~r+ × ~F+ + ~r− × ~F− ≈ ∆~r × ~F = ~P × ~F , (3.1.5)onde ~F representa a força em um ponto intermediário entre as 
argas opostas. O torque é nuloquando o dipolo aponta na mesma direção e sentido do 
ampo elétri
o e restaurador para orienta-ções diversas.Também é interessante 
al
ular a força sobre um dipolo devido a um 
ampo elétri
o não uni-forme. Vamos usar a notação em 
omponentes

Fi =
∑

α

qαEi(~rα) ≈
∑

α

qα(Ei(~r0) + ∆rjα∂jEi(~r0)) =
∑

α

qαrjα∂jEi(~r0) = Pj∂jEi(~r0),ou
~F = (~P .~∇) ~E, (3.1.6)onde usamos que a 
arga total é nula e ∆rjα é a 
oordenada j do vetor que liga o ponto ~r0às partí
ulas. O ponto ~r0 é melhor ser 
onsiderado no 
entro da 
argas. Quando a des
rição dodipolo físi
o se aproxima da de um dipolo pontual a expressão �nal da força se torna uma igualdadee não uma aproximação. Note que num 
ampo uniforme não há força sobre o dipolo, ela de
orreda variação do 
ampo elétri
o. 2



Figura 3.2: Dipolo imagem.Da mesma maneira se obtém a expressão da energia
U =

∑

α

qαΦ(~rα) =
∑

α

qαΦ(~r0 +∆~rα) ≈
∑

α

qα∆~rjα∂jΦ(~r0) = −~P . ~E (3.1.7)Problemas:1) Es
revendo o 
ampo elétri
o na equação 3.1.6 em termos do poten
ial mostre quea força é de fato (menos) o gradiente da energia.2) Suponha ~E na direção ẑ e derive a expressão da energia em relação ao ângulo polar. Fθ = −∂θU ,é a força generalizada a asso
iada à translação da 
oordenada generalizada θ. Compare essa força
om a expressão em 3.1.5 e interprete-a.A expressão 3.1.7 permite entender o pro
esso de alinhamento dos dipolos do ponto de vistatermodinâmi
o, ou melhor, me
âni
o estatísti
o. Em um banho térmi
o a energia tro
ada é daordem do produto da 
onstante de Boltzman pela temperatura absoluta. Há uma tendên
ia alinha-mento ditado pelo fator estatísti
o e−
En
KT = e

~P . ~E
KT . Quanto maior a temperatura mais desalinhadosos dipolos estarão, apesar do 
ampo elétri
o apli
ado.Exemplo Um dipolo pontual está a uma distân
ia d de uma pla
a 
ondutora aterrada. Qual otorque sobre o dipolo? Qual a orientação de equilíbrio? �g. 3.2Pode-se resolver usando o método das imagens. Imagine uma 
arga imagem para 
ada uma das
argas que 
ompõem o dipolo pontual a partir de um dipolo físi
o. Como as 
argas imagens sãoopostas, e a 
omponente z das posições também é invertida, resulta no limite de dipolo pontual, umdipolo virtual 
om projeção no plano 
om sentido oposto, projeção no eixo z 
om mesmo sentidoe mesma magnitude, ~P ′ = −Pxx̂ − Py ŷ + Pzẑ. O 
ampo 
riado pelo dipolo virtual, na posição dodipolo real, será

~E ′(~r) =
1

4πǫ0

1

∆r3

[

3(~P ′.∆r̂)∆r̂ − ~P ′
]

,
om ∆~r = 2dẑ. A energia de interação entre os dois dipolos pontuais será
U = −~E ′. ~P =

−1

4πǫ0

1

∆r3

[

3~P ′.∆r̂ ~P .∆r̂ − ~P . ~P ′
]

= −
1

4πǫ0

1

∆r3

[

2P 2
z + P 2

xy

]

= −
1

4πǫ0

1

(2d)3

[

P 2
z + P 2

]

,onde usamos ~Pxy = −~P ′
xy. A 
on�guração de equilíbrio 
orresponde ao mínimo de energia, máximo

P 2
z , dipolo ortogonal ao plano. O valor do torque pode ser obtido notando que

U =
1

4πǫ0

−P 2

∆(2d)3

[

(cos(θ))2 + 1
]

,3



Figura 3.3: Integral.Derivando a energia em relação à variável generalizada θ se obtém a força generalizada, o torque,que pode ser 
omparado a ~τ = ~P × ~E ′. Há um detalhe importante: é pre
iso dividir por doiso resultado. A força generalizada 
orresponderia àquela relativa ao trabalho realizado quando avariável é in
rementada. Esse in
remento muda a orientação do dipolo real e do virtual ao mesmotempo. O signi�
ado físi
o da força generalizada está no torque sobre o dipolo real, não sobre ovirtual. Daí, temos de dividir por 2. Qual é a força sobre o dipolo? Derivando em relação a d,tomando 
onta do mesmo fator 2, se obtém a força. Se vo
ê tem a força, pode 
ompará-la 
om
~F = (~P .~∇) ~E ′.3.2 PolarizaçãoDa mesma maneira que a um 
onjunto de 
argas espalhadas em um volume se pode asso
iar anoção de densidade de 
argas, a 
arga em um volume pequeno ∆V é dada por ∆Q = ρ∆V , a um
onjunto de dipolos espalhados em um volume se asso
ia a noção de polarização:

∆~P = ~P∆V.O momento de dipolo total em uma região V será dado por
~PV =

∫

V
d3r ~P. Vamos 
al
ular o poten
ial 
riado por uma dada polarização de um meio. Generalizamos aexpressão do poten
ial de um dipolo pontual para a integral, �g. 3.3:

Φ(~r) =
1

4πǫ0

∫

V
d3r

~P(~r′).∆~r

∆r3
. (3.2.8)Essa expressão pode ser rees
rita, usando que ~∇ 1

∆r
= − ∆~r

∆r3
, 
omo

Φ(~r) =
1

4πǫ0

∫

V
d3r ~P(~r′).~∇′ 1

∆r
=

1

4πǫ0

∫

V



d3r~∇′
~P(~r′).

∆r
−

~∇′. ~P(~r′)

∆r



4



=
1

4πǫ0

∫

δV
da

σP (~r
′)

∆r
+

1

4πǫ0

∫

V
d3r

ρP (~r
′)

∆r
. (3.2.9)Aqui usamos o teorema da divergên
ia para obter a interpretação, onde ~da = da~n:

σP (~r) = ~P(~r).~n = Densidade super�
ial de 
argas de polarização lo
alizada no bordo do volume V
ρ(~r) = −~∇. ~P(~r) = Densidade volumétri
a de 
arga de polarização lo
alizada no interior de V.A manipulação a
ima foi meramente matemáti
a. O volume V é arbitrário. Se integramos a
ontribuição da polarização sobre dois volumes V1 e V2 
ontíguos, a densidade super�
ial de 
argasde polarização na fronteira entre os dois volumes se anulam, já que os vetores ~ni, oriundos de
ada volume, serão opostos. Por outro lado se a polarização de fato termina abruptamente nobordo de V, então não haverá 
ontribuição vinda do outro lado e a integral de superfí
ie torna-semais essen
ial.Essa densidade super�
ial de 
argas é real? De fato, 
omo o 
ampo pode ser obtido
omo uma 
ontribuição de densidades super�
iais e volumétri
as de a
ordo 
om a lei de Coulomb,então temos de ver essas densidades 
omo tendo signi�
ado físi
o. Como podem apare
er 
argas,se elas são oriundas de dipolos pontuais que apresentam pares de 
argas opostas? Bem, apli
andoo teorema da divergên
ia para a integral da densidade volumétri
a de 
argas de polarização seen
ontra que a 
arga total volumétri
a é igual e de sinal 
ontrário à 
arga total super�
ial,

∫

daσP +
∫

dV ρP = 0.Embora a expressão do 
ampo es
alar 
riado pela polarização, eq.3.2.8 pareça a rigor somentepoder ser utilizada fora do material, é possível generalizar e utilizar a mesma expressão para pontosno interior do material, desde que a polarização não apresente singularidades. A razão é que sepode separar as 
ontribuições de dipolos fora de uma pequena esfera em torno do ponto onde sequer 
al
ular o poten
ial. Para esses é seguro utilizar a expressão 3.2.8. Para a 
ontribuição dosdipolos dentro da própria esfera se utiliza o resultado de que o 
ampo elétri
o médio é dado pelomomento de dipolo total da esfera, e tratamos essa pequena esfera 
omo uniformemente polarizada.O gradiente da integral em 3.2.8 realizado na esfera pequena produz esse 
ampo. O resultado éentão que a expressão 3.2.9 integrada em todo o espaço pode ser utilizada.Uma maneira elegante de des
rever a situação é lembrar que a origem de tudo era 
argas, quepodem ser des
ritas formalmente 
omo densidades de 
argas. Uma 
arga pontual em ~r0 é o blo
obási
o, sendo des
rita 
omo a densidade de 
argas ρ(~r) = qδ(~r−~r0). A partir daí qualquer 
oleçãode 
argas é obtida somando sobre q's 
om seus r0's, ρ(~r) = ∑

α qαδ(~r− ~rα). Uma densidade linearde 
argas no eixo z é des
rita por ρ(~r) = ∫

dz0λ(z0)δ(z−z0)δ(x)δ(y) = λ(z)δ(x)δ(y), enquanto umadensidade super�
ial de 
argas lo
alizada no plano z = 0 é des
rita por ρ(~r) = σ(x, y)δ(z). Umadistribuição volumétri
a de 
argas, simplesmente beira a tautologia, ρ(~r) =
∫

d3r′ρ(~r′)δ(~r − ~r′).Um dipolo pontual, ~P ≡ limS→0 q~S, lo
alizado em ~r0, pode ser des
rito por uma densidade de
argas da forma:
ρ~P (~r) = lim

S→0
q
(

δ(~r − ~r0 − ~S)− δ(~r − ~r0)
)

= ~P .~∇0δ(~r − ~r0) = −~P .~∇δ(~r − ~r0),onde ∇0 atua em ~r0 enquanto ∇ atua em ~r. 5



Figura 3.4: Cargas super�
iais de polarização.Exer
í
io: utilize a densidade de 
argas a
ima, na lei de Coulomb, para re-obter o
ampo de um dipolo pontual. Con
lusão: ou utilize diretamente o momento de dipolo usandodiretamente o poten
ial de um dipolo ou empregue ρ~P na lei de Coulomb.Uma 
oleção de dipolos será des
rita pela densidade de 
argas
ρ(~r) =

∑

α

~Pα.~∇αδ(~r − ~rα).Uma distribuição 
ontínua de dipolos, ou seja uma densidade de dipolos, pode ser des
rita entãopor uma densidade de 
argas es
rita 
omo a integral da densidade de 
argas asso
iada a um dipolopontual
ρ(~r) =

∫

d3r0 ~P(~r0).~∇0δ(~r − ~r0).Aqui a polarização tem de ser de�nida 
om uma função em todo o espaço. Em pontos ondea polarização não sofre des
ontinuidades a integral é obtida diretamente da ação da derivada dafunção delta, generalizada para delta tridimensional, por exemplo ∂1δ(~r − ~r0) = ∂1
∏

j=1..3 δ(xj −
x0j) = ∂1δ(x1 − x01)×

∏

j=2..3 δ(xj − x0j). O resultado é ρ(~r) = −∂iPi(~r). Para obter a densidadede 
argas onda há des
ontinuidades da polarização, 
onsidere que a polarização vá a zero quandoa 
oordenada x1 ultrapassa x01. O plano x1 = x01 é o limite, a polarização é diferente de zero àesquerda e nula à direita do plano. A polarização pode ser des
rita numa pequena região 
omo
~P(~r) = ~P0θ(x01 − x1) onde a função teta de Heaviside satisfaz a θ(x) = 0(1) se x < 0(x > 0).Nesse 
aso temos que ∂1( ~P)1 = −( ~P)01δ(x1 − x01) e o resultado é que

ρ(~r) = ~P0.ê1δ(x1 − x01).Essa é exatamente a expressão da densidade de 
argas, asso
iada a uma distribuição super�
ialde 
argas σ = ~P .n̂ lo
alizada na superfí
ie onde se en
ontra a des
ontinuidade, o plano x1 = x01.Quando a polarização vai abruptamente a zero no bordo de todo o volume V, haverá 
ontribuiçõesem todo o bordo do volume levando à equação 3.2.9Interpretação geométri
a das densidades de 
arga(esboço):Fig 3.4Imagine uma distribuição 
ontínua e uniforme de dipolos físi
os todos 
om 
arga±q a distân
ias
~S, ~P = q~S. Todos os dipolos que estão a uma distân
ia −~S da superfí
ie 
ontribuem 
om uma
arga positiva para a superfí
ie: tratamos as 
argas que estão nessa faixa 
omo 
argas super�
iais.6



Como haverá uma 
on
entração | ~P| de momento de dipolo, haverá um total de N = | ~P|V

|~P |
= | ~P|An̂.~S

|~P |dipolos. A 
arga na superfí
ie será Q = q.N = q| ~P|An̂.~S

|q~S|
= σPA.3.3 O Deslo
amento elétri
oCom origem em polarização ou sendo 
argas externas inseridas em um material, 
hamadas 
argaslivres, toda 
arga dá origem ao 
ampo elétri
o.

~∇. ~E =
1

ǫ0
(ρT ) =

1

ǫ0
(ρl + ρP ) =

1

ǫ0
(ρl − ~∇. ~P).Daí dando um nome à 
ombinação

ǫ0 ~E + ~P = ~DObtemos que esse novo 
ampo satisfaz à equação
~∇. ~D = ρl.Porém

~∇× ~D = −~∇× ~P ,que não ne
essariamente é nulo. É pre
iso tanto o rota
ional 
omo a divergên
ia para que um
ampo vetorial esteja de�nido pelo teorema de Helmholtz. A 
ondição de ~D ser irrota
ionalfalha �agrantemente em pontos onde haja uma des
ontinuidade da 
omponente tangen
ial do
ampo ao atravessar uma superfí
ie. Basta fazer a integral de linha do 
ampo em 
ir
uito, ditoAmperiano, em que uma linha esteja ao longo da superfí
ie de um lado e volte do outro lado, 
omo per
urso transverso que liga esses dois bem menor. Já que essa integral de linha resulta diferentede zero então o rota
ional tem de ser diferente de zero, 
om 
omponente paralela à superfí
ie eortogonal à Amperiana que tenha resultado não nula. REPETINDO: a relação entre ~D e ρlé par
ialmente equivalente à entre ~E e ρT , já que ~∇× ~E = 0 sempre, em eletrostáti
a.Conhe
er ~D permite obter ρl, da mesma forma 
omo 
onhe
er ~E permite obter ρT . Mas o inversonão é garantido. O 
onhe
imento de ρT determina ~E, mas o 
onhe
imento de ρl não determina ~D.É pre
iso mais, é pre
iso entender a dependên
ia de ~P 
om ~E. A mesma distribuição de 
argaslivres em situações 
om meios materiais distintos produz soluções distintas, tanto para ~D 
omopara ~E, já que as 
argas totais podem ser diferentes.Ainda assim o 
on
eito de 
ampo de deslo
amento elétri
o, ~D, é extremamente útil. Valesempre a lei de Gauss
∮

δV

~D.d~a = Ql(V ) = Carga livre no interior de VA lei de Gauss tem 
onsequên
ia para a 
ontinuidade da 
omponente normal de ~D em umasuperfí
ie
( ~DII − ~DI).n̂ = σl = Densidade super�
ial de 
argas livres,enquanto para o 
ampo elétri
o 
ontinuamos tendo7



ǫ0( ~E
II − ~EI).n̂ = σt = σl + σP .Já para a 
omponente tangen
ial temos a 
ontinuidade do 
ampo elétri
o

( ~EII − ~EI)× n̂ = 0 = (
1

ǫII
~DII −

1

ǫI
~DI)× n̂,que equivale à 
ontinuidade do poten
ial elétri
o.A relação entre ~P e ~E é bem simples em uma grande quantidade de materiais, 
hamadosdielétri
os. Para esses materiais

~P = ǫ0χe
~E,em espe
ial nos dielétri
os lineares a 
onstante χ, 
hamada sus
etibilidade elétri
a, independe domódulo de ~E, sendo 
ara
terísti
a do meio. Nos 
asos de 
ampos eletromagnéti
os dependentesdo tempo en
ontra-se 
on
eito análogo onde a 
onstante pode depender da frequên
ia 
om que o
ampo varia no tempo, mesmo no 
aso linear. Aqui vamos tratar do 
aso linear em que χ podedepender, no entanto, da posição: dielétri
os lineares não homogêneos. Sendo ~P propor
ional a ~Eo 
ampo ~D também será

~D = ǫ ~E,
om ǫ(~r) = ǫ0(1 + χ(~r)) 
hamada permissividade do meio. Mais um nome: ǫ
ǫ0

= K, 
onstantedielétri
a do meio.A linearidade leva imediatamente a
ρl = ~∇. ~D = ~∇.(ǫ ~E) = ǫ~∇. ~E + ~E.~∇ǫ.Se em um ponto o dielétri
o é homogêneo, ~∇ǫ = 0, teremos uma relação linear entre as 
argasde polarização e livres
ρl = ǫρT ↔ ρP = −

χe

1 + χe

ρl.Haverá 
argas de polarização 
ontrárias às 
argas livres. Dizemos que a 
arga livre foi par
ialmenteblindada. Além das 
argas volumétri
as de polarização haverá 
argas super�
iais de polarizaçãosempre que o dielétri
o sofre mudança abrupta ao atravessar uma superfí
ie onde o 
ampo elétri
oseja não nulo.As relações de 
ontinuidade podem ser rees
ritas para o 
aso de dielétri
o linear
( ~DII − ~DI).n̂ = σl = (ǫII ~EII − ǫI ~EI).n̂ = −(ǫII∂nφ

II − ǫI∂nφ
I)

( ~EII − ~EI)× n̂ = 0 = (
1

ǫII
~DII −

1

ǫI
~DI)× n̂ ↔ φII − φI = 0,3.4 ExemplosExemplo: 
ilindro dielétri
o 
om ǫ = ǫ(r).Uma densidade linear de 
argas é a
res
ida ao 
entro de um 
orpo que apresenta simetria,

ǫ = ǫ(r). Suponhamos que o raio seja R. Fig. 3.58



Figura 3.5: Cilindro dielétri
o.Devido à simetria podemos supor ~D = D(r)r̂ e ~E = E(r)r̂. Daí, o teorema de Gauss nos dá
D(r) = λ

2πr
e E(r) = λ

2πrǫ(r)
. Con
lui-se que

~P =
λ

2πr
(1−

ǫ0
ǫ
)r̂,o que permite 
al
ular as 
argas de polarização

ρp(r) = −~∇. ~P = −(~∇.
λ~r

2πr2
) +

λ~r

2πr2
.~∇

ǫ0
ǫ
.O último termo representa uma densidade volumétri
a propriamente dita,

ρP (r) =
λ~r

2πr2
.~∇

ǫ0
ǫ
,mas o anterior, −(~∇. λ~r

2πr2
) representa uma densidade linear na origem∗, que se sobrepõe à densidadelinear de 
argas livres blindando-a par
ialmente.

λp = −λ
ǫ(0)− ǫ0

ǫ(0)
.Se o 
ilindro termina em r = R, abruptamente, teremos uma densidade super�
ial induzida

σp = ~P .r̂ =
λ

2πR
(1−

ǫ0
ǫ(R)

).É interessante per
eber que o 
ampo elétri
o diminui de intensidade em função da presença dodielétri
o. A permissividade sendo dependente da distân
ia à 
arga livre leva a que o 
ampo varia
om a distân
ia. É 
omo se a 
arga efetiva dependesse da distân
ia à origem. Um efeito análogose en
ontra na des
rição das partí
ulas elementares em que a 
arga efetiva da partí
ula varia parapro
essos em que a distân
ia seja muito pequena, devido a efeitos de �utuação do vá
uo quânti
o.Seja então um problema aparentemente diferente: a permissividade elétri
a é 
onstante, ǫ1, de
r = 0 até r = RM e então muda para outro valor, ǫ2. Fig. 3.6.Ora, não é pre
iso fazer novas 
ontas, esse problema deriva do anterior. Basta notar que ǫ0

ǫsofre uma des
ontinuidade em r = RM , de maneira que
∗A expressão ~∇.

λ~r

2πr2
é nula para r 6= 0. Usando a identidade ∫ da(~∇. ~B) =

∮

δa
~A.n̂ se obtém que em r = 0 háuma delta de Dira
 bidimensional. Essa é a expressão matemáti
a para a densidade linear na origem.9



Figura 3.6: Cilindro duplo dielétri
o.
Figura 3.7: Esfera dielétri
a em 
ampo uniforme.

∂r
ǫ0
ǫ
= δ(r −RM )(

ǫ0
ǫ2

−
ǫ0
ǫ1
).Esse termo pode ser interpretado 
omo originário de uma densidade super�
ial de 
argas de pola-rização, devido à polarização ser diferente dos dois lados do dielétri
o, já que D é o mesmo mas Emuda.Se em vez de uma linha da 
argas na origem temos um 
ilindro 
om raio R1 < R, 
arregado
om 
arga Q, também não é pre
iso fazer novas 
ontas. A solução é a mesma, para r > R1.Apare
e a mais, a densidade de 
argas super�
iais de polarização na superfí
ie interior, que podeser interpretada 
omo a mesma densidade linear que obtivemos agora a pou
o. Essa 
arga se"deslo
a da origem para a superfí
ie interna", e deixa de ser linear propriamente dita para sersuper�
ial.

σp = ~P .(−r̂) =
−λ

2πR1

(1−
ǫ0

ǫ(R1)
).Exemplo: esfera dielétri
a em um 
ampo externo uniforme Fig 3.7Esse é outro dos problemas obrigatórios em um 
urso de ele
tromagnetismo. Em um 
ampoelétri
o uniforme, ~E = E0ẑ, se introduz uma esfera dielétri
a, ǫ1(uniforme). O objetivo é des
revero 
ampo em todo o espaço e en
ontrar as 
argas de polarização. Mãos à obra: o 
ampo dentro daesfera será

φI =
∞
∑

l=0

rl

Rl
Pl(cosθ)Al.Fora:

φII =
∞
∑

l=0

Rl+1

rl+1
Pl(cosθ)Bl − E0r cos θ.10



Continuidade do 
ampo elétri
o em r = R:
φI = φII → Al = Bl − E0δl,1Continuidade da 
omponente normal de ~D em r = R:

ǫ1∂rφ
I = ǫ0∂rφ

II → ǫ1l
Al

R
= −ǫ0(l + 1)

Bl

R
−E0ǫ0δl,1Solução: somente são diferentes de zero os 
oe�
ientes 
om l = 1 e obtemos

A1 = B1 − E0 =
−3ǫ0E0

ǫ1 + 2ǫ0
.O 
ampo dentro da esfera será dado por

~E =
3ǫ0

ǫ1 + 2ǫ0
~E0,O 
ampo fora será o 
ampo uniforme apli
ado mais um 
ampo de dipolo pontual

~E = ~E0 +
~P

4πǫ0r3
(2 cos θr̂ + sin θθ̂)A polarização dentro do dielétri
o será uniforme

~P = 4πǫ0R
3 ǫ1 − ǫ0
ǫ1 + 2ǫ0

ẑ =
3ǫ1ǫ0

ǫ1 + 2ǫ0
~E0As 
argas super�
iais serão

σp = ǫ0(E
II
r − EI

r ) =
3ǫ0E0 cos θ

ǫ1

ǫ1 − ǫ0
ǫ1 + 2ǫ0

. (3.4.10)Daqui se podem obter outras 
on
lusões: Troquemos o ambiente externo, que era vá
uo, porum outro dielétri
o 
om ǫ = ǫ2 mantendo o mesmo valor de E0, ou seja o mesmo 
ampo elétri
oapli
ado a distân
ia da esfera. Basta tro
ar em todo lo
al ǫ0 por ǫ2. Temos o efeito de uma esfera
om permissividade diferente em um meio dielétri
o. A úni
a ex
eção é na expressão da 
argade polarização, pois a primeira das equações em 3.2.9 
ontinua sendo expressa em termos de ǫ0mesmo após a mudança. Resulta
σp = ǫ0(E

II
r − EI

r ) =
3ǫ0E0 cos θ

ǫ1

ǫ1 − ǫ2
ǫ1 + 2ǫ2

. (3.4.11)Em parti
ular podemos fazer agora ǫ1 → ǫ0. Se trata então de um bura
o, no meio de umdielétri
o, 
om ǫ2, que porta um 
ampo elétri
o apli
ado em seu interior ~E0. Uma questão interes-sante: qual é o 
ampo elétri
o no interior do bura
o? Fazendo as tro
as de ǫ,s a
ima obtemos queo 
ampo dentro do bura
o é uniforme 
om
~E =

3ǫ2
ǫ0 + 2ǫ2

~E0, (3.4.12)11



Figura 3.8: Cilindros �no e 
hato.e a beirada do bura
o apresenta densidade de 
argas de polarização dada por
σp = ǫ0(E

II
r −EI

r ) = 3E0 cos θ
ǫ0 − ǫ2
ǫ0 + 2ǫ2

. (3.4.13)Vale a pena 
omparar 
om a expressão do 
ampo dentro de um bura
o de formato diferente.Imagine um bura
o 
ilíndri
o 
om eixo de simetria paralelo ao 
ampo apli
ado, na direção z. Asolução exata desse problema me pare
e 
ompli
ada. Mas, dois limites são de fá
il 
ompreensão.Imagine que a altura do 
ilindro é bem maior que o raio, Fig.3.8. O 
ampo elétri
o deve apresentar
ontinuidade na sua 
omponente tangen
ial ao 
ampo. Assim o 
ampo no 
entro do 
ilindro devese aproximar do 
ampo longe do 
ilindro
~E
entro-
il. 
omprido = ~E0. (3.4.14)Por outro lado para um 
ilindro no limite oposto, raio muito pequeno 
omparado à altura, o
ampo no interior é determinado por outro argumento. Fig. 3.8. A 
ontinuidade da 
omponentenormal de ~D é o fator relevante. Assim o 
ampo ~D no meio do bura
o deve ser igual ao 
ampo ~Dlonge do bura
o. Assim
~E
entro-
il. a
hatado =

ǫ2
ǫ0

~E0. (3.4.15)Comparando os 
asos vemos que o 
ampo do bura
o esféri
o, 3.4.12, é intermediário entre o dobura
o 
ilíndri
o 
omprido(bura
o agulha), 3.4.14, e o do 
ilíndri
o a
hatado, 3.4.15.†Exemplo: 
arga pontual a
ima de um semi-espaço dielétri
o homogêneo Fig. 3.9Uma 
arga pontual, q, é posta no ponto dẑ. O espaço 
om z > 0 é o vá
uo. Para z < 0se en
ontra um dielétri
o 
om permissividade homogênea. O plano z = separa o espaço em doissemi-espaços homogêneos. Esse problema pode ser resolvido pelo métodos das imagens. A ideia éque as 
argas de polarização produzem 
ampos elétri
os que podem ser des
ritos em 
ada um dossemi-espaços por 
argas imagens 
olo
adas no outro semi-espaço. Pela lei de Coulomb o 
ampo
riado por essas 
argas de polarização devem ser simétri
os sob a tro
a z → −z: o 
ampo elétri
oinverte a 
omponente verti
al e o poten
ial elétri
o é invariante. Essa ideia sugere um palpite: por
†Um resultado 
orrela
ionado a esse e que mostra a dependên
ia 
om a geometria do bura
o pode ser vistoem, Am. J. Phys. 71 , April 2003. Lá se dis
ute o 
ampo 
riado, não por um bura
o, mas por pelo problemagêmeo de um 
orpo uniformemente polarizado inserido em meio dielétri
o. Se toma a geometria na forma de umelipsoide de revolução. Se dis
ute então o limite quando as dimensões do 
orpo se 
olapsam, se aproximando deum ponto, formando um dipolo pontual. O 
ampo resultante guarda memória do formato. O interessante é que sepode dis
utir os limites in�nitamente oblato ou in�nitamente prolato ou esféri
o. Esse resultado interpola, de 
ertamaneira, os apresentados a
ima. 12



Figura 3.9: Carga a
ima de semi-espaço dielétri
o.
argas imagens iguais, −q′ em pontos opostos ±sẑ. Fi
amos então, usando 
oordenadas 
ilíndri
as,e 
hamando a região I a que tem z positivo e região II a oposta:
φI =

1

4πǫ0





q
√

(z − d)2 + r2
−

q′
√

(z + s)2 + r2





φII =
1

4πǫ0





q
√

(z − d)2 + r2
−

q′
√

(z − s)2 + r2



 . (3.4.16)Por 
onstrução, o palpite foi bom, garantimos a 
ontinuidade do poten
ial elétri
o ao atravessara superfí
ie z = 0. Quanto à 
ontinuidade de Dz = ǫ∂zφ resulta
ǫ0

[

−dq

(d2 + r2)
3

2

−
sq′

(+s2 + r2)
3

2

]

= ǫ

[

−dq

(d2 + r2)
3

2

+
sq′

(+s2 + r2)
3

2

]

,ou
(ǫ− ǫ0)

dq

(r2 + d2)
3

2

= (ǫ+ ǫ0)
sq′

(r2 + s2)
3

2

.E portanto q′ = ǫ−ǫ0
ǫ+ǫ0

q enquanto s = d.A densidade de 
argas de polarização super�
iais se obtém da des
ontinuidade da 
omponentez do 
ampo elétri
o, resultando em
σp = −2ǫ0

ǫ− ǫ0
ǫ+ ǫ0

qd

(r2 + d2)
3

2

.O 
ampo na região superior é obtido da 
arga real mais a 
arga imagem na região inferior. O
ampo na região inferior é obtido 
omo sendo devido a uma úni
a 
arga na posição da 
arga real,que é par
ialmente blindada.3.5 Energia eletrostáti
aVimos que no vá
uo o trabalho feito 
ontra as forças eletrostáti
as para juntar 
argas, a energiade 
on�guração das 
argas, pode ser es
rita 
omo
UT =

ǫ0
2

∫

d3x| ~E|2 =
1

2

∫

d3xρφ. (3.5.17)13



A passagem da penúltima para a última forma envolve integrar por partes usando a expressão dos
ampos 
omo gradiente do poten
ial, 
omo já �zemos anteriormente.Este resultado pode ser estabele
ido 
onsiderando que, se uma distribuição de 
argas ρ(~r) 
riaum 
ampo φ(~r), então uma densidade de 
argas αρ(~r) 
ria um 
ampo αφ(~r). Assim o in
remento deenergia ao levar α → α+∆α será 
orrespondente a a
res
entar 
argas da forma ∆ρ(~r) = (∆α)ρ(~r)resultando
∆UT =

∫

d3x∆αραφ.O resultado 3.5.17 é obtido integrando todas as variações desde α = 0( 
orrespondente a ausên
iade 
argas em todo o espaço) até α = 1( 
orrespondente à 
on�guração desejada). Este resultado éválido in
lusive na presença de meios dielétri
os lineares. A�nal a relação entre poten
ial e 
ampoelétri
o é a mesma. Por isso a
res
entamos o subs
rito T , para ressaltar que se trata de 
argastotais in
luindo as de polarização.Mas um outro ponto de vista é possível. Consideramos a 
arga livre 
omo sendo αρl(~r) e
al
ulamos o trabalho de 
riar toda a 
arga livre variando α desde zero até um, 
omo antes. Comoo 
ampo é propor
ional à 
arga livre em um meio linear se obtém que
UL =

1

2

∫

d3xρlφ =
1

2

∫

d3x~∇. ~Dφ =
1

2

∫

d3x~D. ~E. (3.5.18)E agora, qual a interpretação, qual é a diferença entre essas expressões, pare
idas, mas distintas?O resultado em 3.5.17 expressa a energia eletrostáti
a total, a energia "verdadeira", a
umuladana forma de 
ampo elétri
o. Considero em 
erta medida 
omo uma grandeza mais fundamentaldo que a expressa 
om 3.5.18. Porém a energia UL é provavelmente mais útil. Ao 
arregar um
apa
itor 
om meio dielétri
o, o trabalho realizado pelo 
ir
uito será o 
onsiderado em 3.5.18 enão o realizado em 3.5.17. O 
ir
uito forne
e 
argas livres para o 
apa
itor. O trabalho a ser
onsiderado é somente o expresso em 3.5.18. A razão é que o trabalho mi
ros
ópi
o para 
riar as
argas de polarização não deve ser 
omputado aqui, mas sim no 
ál
ulo da energia total. A energia
UL é a energia a
essível ao sistema, ao tro
ar 
argas livres, não a energia eletrostáti
a total.

UT = Energia eletrostáti
a total da 
on�guração de todas as 
argas.
UL = Energia devido ao trabalho em trazer as 
argas livres-Energia `a
essível'.Uma apli
ação imediata é para o 
ál
ulo da energia em 
apa
itores. Carregar um 
apa
itor
om a duas pla
as externas 
om 
argas opostas 
usta trabalho. Trata-se 
laramente da UL. Umapla
a do 
apa
itor, 
om densidade super�
ial σ+, é 
arregada 
om 
arga QL = Q e está em umpoten
ial φ+ enquanto a outra, 
om σ−, é 
arregada 
om QL = −Q e o poten
ial será φ−. Aenergia será

UL ≡
1

2

∫

dV ρlφ =
1

2

(

∫

S+

σ+φ+ +
∫

S
−

σ−φ−

)

= =
1

2
Q∆φ =

1

2

Q2

C
=

1

2
C(∆φ)2,14



Figura 3.10: Cilindros 
on
êntri
os.onde usamos que para um 
apa
itor 
om dielétri
os lineares Q = C∆φ = C(φ+ − φ−).Uma dis
ussão interessante é es
lare
er a dependên
ia da energia 
om as propriedades dodielétri
o. A dependên
ia está na 
onstante C que depende da 
on�guração das pla
as 
ondutorase do meio em que elas se en
ontram. Caso os valores da permissividade ǫ(~r) mudem, a energiaserá alterada. Não importa 
omo seja a mudança, a energia poderá mudar, é um fato da vida.Dis
utimos anteriormente a 
apa
itân
ia de duas pla
as 
ilíndri
as 
on
êntri
as, raios R1 < R2.Duas 
on�gurações são parti
ularmente interessantes.Situação 1-
as
as dielétri
as 
on
êntri
as Fig. 3.10 Sem alterar a simetria 
ilíndri
apodemos 
onsiderar ǫ = ǫ1, para R1 < r < R e ǫ = ǫ2, para R < r < R2. Comprimento L >> R,
arga Q na pla
a interior, resulta, supondoD = D(r), que D(r) = Q

L2πr
,R1 < r < R2. Daí

~E = Q

ǫL2πr
, 
om ǫ mudando 
om r 
onforme a
ima des
rito. Nesse 
aso

∆φ =
∫ R

R1

Edr +
∫ R2

R
Edr =

Q

2πL
ln (R

ǫ2−ǫ1
ǫ1ǫ2 R

1

ǫ2
1 R

1

ǫ1
2 ),A energia será

Ul =
Q2

4πL
ln (R

ǫ2−ǫ1
ǫ1ǫ2 R

1

ǫ2
1 R

1

ǫ1
2 ).Se alteramos a 
on�guração, mudando o valor de R, muda a energia.Situação 2-Cas
as dielétri
as sobrepostas Agora quebramos a simetria 
ilíndri
a. Há uma
onstante dielétri
a até uma altura do 
ilindro igual a z0, ǫ1, e outra pra z0 < z < L, ǫ2. Já vimosessa situação antes, o 
ampo elétri
o é ~E = λ

2πǫ0
r̂ em toda a região entre os 
ilindros. Os 
ampos ~D,valem ~D1 = ~E = ǫ1λ

2πǫ0
r̂ e ~D2 = ~E = ǫ2λ

2πǫ0
r̂, a 
arga livre em 
ada parte do 
ilindro é Qi = λiL = λ ǫi

ǫ0
,de forma que a 
arga livre total é Q = λ( ǫ2

ǫ0
(L− z0) +

ǫ1
ǫ0
(z0)). A diferença de poten
ial será

∆φ =
Q

2π
ln

R2

R1

(ǫ1z0 + ǫ2(L− z0))
−1,e a energia a
umulada será

UL =
Q2

4π
ln

R2

R1
(ǫ1z0 + ǫ2(L− z0))

−1.15



Novamente a energia depende da altura. Variando a altura, z0, varia a energia, de forma quetemos uma força generalizada
Fz = −

∂UL

∂z
/
Q−FIXO =

Q2

4π
ln

R2

R1

(ǫ1z0 + ǫ2(L− z0))
−2(ǫ1 − ǫ2).Essa é a força é responsável por deslo
ar os dielétri
os verti
almente. O 
urioso é que a soluçãoapresentada não permite visualizar a sua origem.Observação: é pre
iso 
al
ular a derivada em relação a z mantendo as 
argas �xas. Pelo prin-
ípio de D'Alembert a variação de energia num deslo
amento virtual é a soma dos trabalhos detodas as forças generalizadas multipli
adas pelas variações das 
oordenadas generalizadas. Derivara expressão da energia 
om o poten
ial �xo, um erro muito 
omum, 
orresponderia a in
luir as 
ar-gas 
omo 
oordenadas generalizadas. Ter-se-ia de in
luir os trabalhos dessas forças( trabalho para
arregar o sistema de maneira a manter o poten
ial �xo enquanto varia-se a altura). Des
ontadoesse trabalho, obtém-se o mesmo resultado a
ima.3.5.1 Um modelo me
âni
o para visualizar os 
on
eitos de energiaFig. 3.11Energia é um aspe
to tão relevante que talvez valha a pena investir algum tempo para es
lare
ermelhor a diferença entre UT e UL. Vou apresentar um modelo me
âni
o tentando es
lare
er adiferença entre energia total, UT e energia a
essível, Ul. Para tal vamos imaginar uma geringonça
omposta por duas pla
as não 
ondutoras 
arregadas, vou 
hamar de planos de polarização, 
adauma 
arregada 
om densidade super�
ial �xa ±σp, e postas paralelas entre si, uma 
olada naoutra. As 
argas estão presas aos planos rígidos que estão separados por um isolante ideal muito�no, a distân
ia ini
ial entre as 
argas é 
onsiderada nula para todos os efeitos. Independenteda distân
ia entre elas, desde que pequena 
omparada as dimensões lineares da pla
a, a força deatração que uma pla
a exer
e na outra será F0 = AσpEp = A

2ǫ0
σ2
p , onde Ep = σp

2ǫ0
é o módulo do
ampo 
riado por um plano no outro. Agora imagine que a geringonça 
onta 
om um sistema demolas 
apaz de exer
er forças opostas à força de atração entre essas 
argas. Consegue imaginar?Ajustando a distensão da mola efetiva para que, 
om separação zero entre os planos, a distensãoini
ial da mola xM satisfaça a kxM = F0, os planos estarão em equilíbrio, a força exer
ida pelasmolas equilibra a elétri
a. Não pare
e tão 
ompli
ado, não é mesmo? mas, agora imagine mais
oisas. Imagine que essa geringonça seja inserida entre duas pla
as retas de um 
apa
itor demesmas dimensões. Colo
amos o plano de polarização 
om −σp( negativo) para 
ima e o 
om σppara baixo. Ajustamos para que o arranjo seja simétri
o em relação à variável z. A pla
a externasuperior está em z = h, o 
onjunto de pla
as de polarização 
om ∓σP estará em z = 0±, e apla
a externa inferior em z = −h. Agora 
omeçamos a 
arregar o 
apa
itor 
om 
argas positivasna pla
a superior e negativas na pla
a inferior, ao 
ontrário das σp,s. Cada pla
a externa re
ebedensidade super�
ial de 
argas, ±σl, 
riando um 
ampo elétri
o para baixo dado por El =

σl

ǫ0
. Esse
ampo elétri
o tende a afastar as pla
as de polarização, 
riando um intervalo entre elas. Quantovale esse intervalo, ∆x? A pla
a superior de polarização sofre uma força para 
ima dada por

Fz = −F0 + Elσp + k(xM −∆x) = Aσp

σl

ǫ0
− k∆x.Portanto Fz = 0 → k∆x = Aσlσp

ǫ0
. 16



Figura 3.11: Planos 
arregados ligados por mola.O 
ampo elétri
o aponta para baixo e a 
omponente Ez apresenta simetria em torno de z = 0.Vale Ez = −(σl − σp)/ǫ0 para −∆x
2

< z < ∆x
2

e vale Ez = −σl

ǫ0
para ∆x

2
< |z| < h. O poten
ialelétri
o será φ(z) = σl−σp

ǫ0
z para 0 < z < ∆x

2
e φ(z) = σlz

ǫ0
− σp∆x

2ǫ0
, para ∆x/2 < z < h, sendo umafunção antissimétri
a 
om respeito à variável z.Agora podemos 
al
ular as energias. A energia asso
iada ao trabalho em 
arregar as pla
as édada pela energia das 
argas livres.

Ul ≡
1

2

∫

dV ρlφ = 2×
1

2
×Aσlφ(h) =

A

ǫ0
σl(σlh− σp∆x/2)A energia total, asso
iada a todas as 
argas é

UT ≡
1

2

∫

dV ρTφ = Ul+2×
1

2
×A(−σp)φ(∆x/2) = Ul−

A

ǫ0
σp(σl−σp)

∆x

2
=

A

ǫ0

[

σ2
l h− σlσp∆x+ σ2

p

∆x

2

]

.Bem, já que 
hegamos tão longe vamos 
al
ular a integral da densidade de energia eletrostáti
a
ǫ0
2

∫

dV ~E2 =
ǫ0
2
× 2×

[

(
σl − σp

ǫ0
)2 + (

σl

ǫ0
)2(h−

∆x

2
)
]

=
A

ǫ0

[

σ2
l h− σlσp∆x+ σ2

p

∆x

2

]

.Ou seja, essa integral dá a exatamente UT .E quanto à diferença, Ul − UT = A
2ǫ0

σp(σl − σp)∆x, onde está? Que tal 
al
ular a energia damola?
∆Uk =

1

2
k(xM −∆x)2 −

1

2
kx2

M =??.Bem, utilizando os valores já 
al
ulados para kxm e k∆x obtemos, o que mesmo? Faça o 
ál
uloe 
ompare.Considerando | ~D| = σl, para −h < z < h, podemos 
on�rmar que
Ul =

1

2

∫

dV ~D. ~E.17



Bem, a interpretação deve ter �
ado 
lara: a energia 
al
ulada 
om ∫ ~D. ~E in
lui, nesse 
aso,a energia armazenada em outras formas, asso
iadas à separação das 
argas, enquanto a energia
al
ulada 
om ǫ0
∫ ~E2 in
lui toda a energia eletrostáti
a propriamente dita. Nummaterial dielétri
onão temos as molas deste modelo, mas há energia armazenada nas molé
ulas que se polarizam.
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